PRE REQUIS

et inéquations.

Plan du cours
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Objectifs

1. Connaitre les ensembles usuels
2. Savoir calculer et simplifier des résultats :
* en simplifiant des fractions
* en développant et en factorisant
* en calculant avec des puissances
* en simplifiant des racines carrées

3. Savoir résoudre des équations et inéquations du premier ou du second degré
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1 Ensembles de nombres

,—{Déﬁnition 1.1 (Ensembles usuels)}

Nous disposons des cing ensembles usuels suivants :
* L’ensemble N des entiers naturels : N := {0;1;2;3;...}
* L’ensemble Z des entiers relatifs : Z :={...;—4;—3;-2;—1;0;1;2;3;...}

* L’ensemble D des nombres décimaux, c’est-a-dire les nombres ayant un nombre fini
de chiffres apres la virgule.

e L’ensemble Q des nombres rationnels, ¢’est-a-dire les nombres s’écrivant sous la
JZERN . . .
forme =, ol p est un entier relatif, et g un entier naturel.
q

e [’ensemble R de 1’ensemble des nombres réels.

Notation : Nous notons x € K pour indiquer que le nombre x appartient a I’ensemble K.

Exemple 1 : Par définition nous notons les propriétés suivantes

1
ge@, 0,41eD, V2eR

,—[Déﬁnition 1.2 (Inclusion)}

Soient E et F' deux ensembles. Nous disons que E est inclus dans F, et notons E C F, si
tout élément x de E appartient également a F.

,—[Proposition 1.1 (Inclusion des grands ensembles de nombres)}

Nous disposons des inclusions : NCZ C D C Q C R.

Démonstration. Par définition, N C Z et Z C I (car les entiers relatifs ont un nombre fini de chiffres
apres la virgule, a savoir 0). Egalement par définition Q C R.

Il reste a voir que D C Q. Soit a € D. Alors a possede un nombre fini de chiffres apres la virgule.
Notons d le nombre de chiffres de a aprés la virgule. Alors, b = 10%a € Z et donc a = % ceQ O

Notation : Nous notons R := [0; 4] = {x € R, x > 0}. De méme nous notons R_ := ]—c0;0)].
De plus nous notons R*. = ]0; +oo[, et de méme pour R* . Les notations ;,_ et * s’étendent a tous les
ensembles vus précédemment.
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Exercice 1 : Décrire les ensembles Z* ,Z,,N_et Q_.

Solution : Comme sur R, nous déduisons que Z* est I’ensemble des entiers strictement négatifs
et Z+ =N. De méme, N_ = {0} et Q_ est ’ensemble des nombres rationnels négatifs.

2  Quelque calculs

2.1 Calcul fractionnaire

Les regles de calcul sur les fractions que nous rappelons ci dessous devront impérativement étre

parfaitement maitrisées des le

début d’année.

,—[Proposition 2.1 (Regles de calcul sur les fractions)}

Pourtouta €« Reth € R* :

0 L2 o 4
.ZIO 1 a 1 a
., 4 —a a L a l_l 1_

b b b b % b a= g

b
a kxa 4 g d
P R*, - = ic cR* Rf, 2==x-
our k € b Tk xb et siceRetde ,5 b><

Exercice 2 : Calculer A =

4417

% 7
’ 6’C 3'><186 11+4

LI

Solution : En appliquant ce qui précede, nous calculons que :

15 1 7
B=-, C=-
6

A=—
14’ 9’

Enfin, attention : nous ne simplifions pas une fraction n’importe comment (il faut que le numérateurs

et le dénominateurs soient factorisés). Ici D = 2l —

7
575

2.2 Développement et factorisation

Développer une expression

signifie I’écrire sous la forme d’une somme. Factoriser signifie 1’écrire

sous la forme d’un produit. Par exemple :

e (x+1)(x+2) =x>+3x+2 est un développement

* x? 4 2x = x(x+2) est une factorisation.

Les identités suivantes permettent d’accélérer les calculs. Elles sont impérativement a connaitre.
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,—[Proposition 2.2 (Identités remarquables)}

Nous disposons des identités suivantes, valables pour tous réels a et b :

* Identités remarquables du second degré

(a+b)* = a® +2ab + b* (1)
(a—b)? =a*>—2ab+b* (2)
a®—b*=(a—Db)(a+Db) 3)

* Identités remarquables du troisieme degré

(a+b)* = a® +3a*b+3ab® + b (4)
(a—b)* =a® —3a*b+3ab® — b (5)
@ —b* = (a—b) (a* +ab+b*) (6)
@ +b = (a+b) (a* —ab+b*) (7)

Exercice 3 : Développer, pour tout réel x, (x+ 1)%, (x4 1)*, (1 —x)* et (1 —x)°. Factoriser 4 — x
et 8+x°.

Solution : En utilisant les identités remarquables, nous calculons :

(x+1)>=x2+2x+1 (1—x)° =1-3x43>—x
(x+1)° = +32% +3x+1 4—x*=(2-x)(2+x)
(1—-x)?=x*—2x+1 84+x° = (2+4x) (4 —2x+x?)

2.3 Puissances

Nous rappelons la définition de la puissance entiere d’un nombre réel :

F[Déﬁnition 2.1 (Puissances entieres d’un nombre réel)}

Soit a un réel non nul, et n € N. Nous définissons a” de la maniére suivante :
e’ =1;
e d"=axax---xasin>1.
N——

n fois

De plus, nous définissons

Nous avons ainsi défini a" pour n € Z.

Exemple 2 : Par définition, 26 =2 x2x2x2x2x2 =64, (—12)" = —12 et (1409091)° = 1.

a -6_ 1 _ 1
De méme 27° = 55 = &.



17

La proposition suivante présente les regles de calculs sur les puissances.

,—[Proposition 2.3 (Regles de calcul sur les puissances)}

Soient a et b deux réels non nuls, et n,m deux entiers relatifs.

¢ Puissances différentes

* Puissances identiques

a'xb"=(axb)" et @ _ (g>n
b" b/’

Exercice 4 : Simplifier

A_54><32><23 ot 21x 1073
153 3x10%

Solution : En utilisant la propriété précédente :
40 21 1073

_ gl a1 93 _ Y _ =t _ -5
A=5'x3""x20 =3 3 X gz = 7% 10

2.4 Racine carrée

Nous commengons par un rappel de la définition de la racine carrée d’un réel positif.

Définition 2.2 (Racine carrée)}

Soit a € R.. 1l existe un unique réel positif, noté /a, vérifiant (\/&)2 = a. Ce nombre /a

est appelé racine carrée de a.

Remarque 1 : Nous disposons des valeurs remarquables suivantes :

VO=0, V1=1, V4=2 et 9=3

Attention : La racine carrée d’un nombre strictement négatif n’est pas définie. Ainsi, la fonction

racine carrée n’est définie que sur R...

,—[Proposition 2.4 (Calculs sur les racines carrées)}

Soient a et b deux réels positifs. Alors

Vaxb=+axVb

a

b Vb

et si b # 0, alors
Va
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Attention : En régle général, \/a+ b # \/a++/b! Par exemple, v/1+ 1 = /2 et ce n’est pas égal
av1+v1=2.

/9
Exercice 5 : Simplifier /8, /48 et VR

Solution : En utilisant ce qui précede

V8=V4x2=2V2, V48=43 et 2:i:ﬂ
32 42 8

3 Equations, inéquations

3.1 Equations

Une équation est une égalité faisant apparaitre une, ou plusieurs inconnue(s). En général, les in-
connues sont notées x,y,z, .. ..

Exemple 3 : L’équation x> +x = 3 — x est une équation faisant intervenir une variable. L’équation
x+y= % - }l fait intervenir deux variables, x et y.

Définition 3.1 (Résolution d’équation)}

Résoudre une équation, c’est déterminer 1’ensemble de toutes les valeurs de 1’inconnues
vérifiant 1I’équation ; on parle alors d’une solution de 1’équation, et on recherche toutes les
solutions de I’équation.

, La premiere chose a faire est de trouver les valeurs interdites (division
Méthode par O, par exemple). Pour résoudre ensuite une équation, il n’y a pas de
méthode universelle : on applique toutes propriétés possibles (multipli-
cation, division) en raisonnant si possible par équivalence pour trouver

les solutions.

Exercice 6 : Résoudre I’équation

1 x—|—1_

1
x—|—2+ X

Solution : Déja, il faut éviter —2 et 0. Nous nous plagons donc sur R\ {—2;0}. Ainsi, en multi-
pliant par x (x+2) (qui ne s’annule alors pas) :
1 +x—l—l
x+2

=1 =x+x+1)(x+2)=x(x+2)

= x+2H3x+2 = x2+2x
= 2x=-2
= x=-—1
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De plus la solution x = —1 est autorisée (car différente de 0 et —2). Nous avons procédé par équivalence,
et nous pouvons donc conclure que I’ensemble des solutions est {—1}, ce qui se note en général

§={-1}.

Remarque 2 : Nous aurions pu, écrire des mots en frangais, au lieu des symboles <= . D’ailleurs
en général, nous évitons I’enchainement de symbole <= et =, souvent illisible. Nous y revien-
drons en début d’année.

3.2 Inéquations

Une inéquation est une inégalité faisant apparaitre une, ou plusieurs inconnue(s). Résoudre une
inéquation signifie trouver toutes les solutions de I’'inéquation, c’est-a-dire trouver toutes les valeurs
de I’inconnue vérifiant I’inégalité.

Méthode : Pour résoudre une inéquation, on procede comme pour les équations, en utilisant les
regles de calculs pour les inégalités.

,—[Proposition 3.1 (Regles sur les inégalités)} \

Pour tous réels x et y
e Pour tout réel k, x < y si et seulement si x +k < y+k;
e pour tout réel k > 0, x < y si et seulement si kx < ky;

e pour tout réel k < 0, x < y si et seulement si kx > ky;

Nous retiendrons que multiplier par un nombre strictement positif conserve 1’ordre, alors que mul-
tiplier par un nombre strictement négatif renverse 1’ordre.

Remarque 3 : La propriété précédente est valable en remplacant < par <, > et >.

Exemple 4 : Résoudre I’inéquation

—2(x—4)>3x-2

Solution : Pour tout réel x :

2x—4)>23x—2 <<= —2x+8>3x—-2
— —5x=>-10
<—x<?2

Ainsi, I’'inégalité est vérifiée pour tout x < 2 :

S={xeR, x<2}=]—;2]
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3.3 Equations et inéquations du second degré

,—[Théoréme 3.1 (Polynomes du second degré)}

Soit P (x) = ax? + bx + ¢ un polyndme de degré 2 (a # 0). Soit A = b> — 4ac son discrimi-
nant.

* Si A >0, le polyndbme P possede deux racines réelles distinctes :

_—b=VA _—b+VA

2 2a 2a

X2

De plus P (x) = a(x—xp) (x —x2).
* Si A =0, le polyndme P possede une unique racine réelle dite double :

b
Xo=——.
0 2a
De plus, P (x) = a (x—xo)*.

* Si A <0, le polyndme P ne possede pas de racines réelles, et ne se factorise donc pas
sur R.

Exemple 5 : Factoriser P (x) = 2x? +2x — 4.
Solution :Nous calculons A = 36 > 0. Par conséquent le polynome P possede deux racines réelles

—2—-36
X %2 et xp
Donc P(x) =2(x—1) (X +2).

Remarque 4 : Lors de la factorisation, il ne faut pas oublier de mettre en facteur le coefficient de
plus haut degré (dans I’exemple précédent, le 2).
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4 Exercices

Ensembles

Exercice 1 (*) : Non inclusion (5 min)
Montrerque Z Z N, D ¢ Z et Q ¢ D.

Calculs

Exercice 2 (*) : Fractions (10 min)

Calculer les expressions suivantes. On donnera le résultat sous la forme d’une fraction irréductible.

A= i>< 312 B= i—1 1+2 1.1
3 4 6 3 c= 3 D= 32
6 5 8

Exercice 3 (*) : Puissance (10 min)

Simplifier les expressions suivantes.

Az 4%x102%x9x%x107° oo 32 %27
1,2 x 102 812
4x7*—2°x3 5
B: W D= 4)((22—24) —64

Exercice 4 (*) : Sur (—1)" (5 min)

Calculer (—1)" pour n=0,1,2,...,5. Que constate-t-on ? Déterminer la valeur de (—1)" pour tout
entier naturel n.

Exercice 5 (*) : Racines (15 min)

1. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a /b avec a et b entiers, b
le plus petit possible.

A =+54—-396—5V24 B = /160 x V40 x v/90

2. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a + by/c avec a, b et ¢
entiers.

C:(3\FO—5\/§)2 D:(3\f5+2f6>2

3. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme d’un nombre entier.

=(3-2V5 V5 24445
E=(3-25) (3+2V5) po2VE
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Développement, factorisation

Exercice 6 (*) : Factorisation (10 min)

Factoriser chacune des expressions littérales suivantes :

A= 64x2—100 D= (x+5)*—8l1
B= —(9x—2)(4x+9)+(3x—8)(9%x—2) E= (—8x+2)%+(—8x+2)(8x+4)
C= 16x>—24x+49 F= (9x+7)(3x+3)+9x+7

Exercice 7 (*) : Développement (10 min)

Développer chacune des expressions littérales suivantes :

A= (dx+4)(4x—4) E= (-5x4+9)(8x—2)—7x—8
B= (5x+10)° F= (9x+2)(—3x—5)+4
C= (10x—2)(10x+2) G= (—8x+4)(9x—8)+2x?
)

8 3
Equations

Exercice 8 (¥) : Equations (10 min)
Résoudre les équations suivantes :

Lo (2x—=1)(x+1)=x+1. Xt =2

=x+4.
x+1

Exercice 9 (*) : Second degré (15 min)
45

1
Soit f la fonction définie par f : x — —Exz —Tx— 5

1
1. (a) Montrer que pour toutx € R,ona: f(x) = —3 (x4+9) (x+5).

1
(b) Montrer que pour toutx € R,ona: f(x) = ) (x4+7)*+2.

2. Résoudre les équations suivantes en choisissant la forme appropriée de f.

@ f(x)=0 ) f(x):—g (© f(x)=2

Exercice 10 (**) : Second degré - plus difficile (15 min)

On considere I’équation
2> +11x—4=0. (E)

1. Montrer que I’équation (E) admet deux solutions, qu’on notera xj et x; et qu’on ne calculera
pas (et ce tout au long de 1’exercice).

2. Donner les valeurs de x; + x; et xjxp.

1 1
3. En déduire la valeur de — + —.

X1 X2



4. Calculer x% +x%.
5. Calculer x? +xg.

1
+

6. Calculer .
x1+1 xp+1

Inéquations

Exercice 11 (*) : Inéquation (10 min)

Résoudre les inéquations :
—6x+5 _ 3x—10 S 9x+8
6 2 73
4x—5 _ 6x+9 < 9x+5
9 4 6
Exercice 12 (*) : Inéquation (30 min)

1.

2.

Résoudre les inéquations :
I. 2x—1)(1-3x)<0
2. 3x+52> (x+6)(3x+5)

x+1)(x—2
3. ( Zx)J(rl )

Exercice 13 (*) : Inéquations (30 min)

>0

Résoudre dans R les inéquations
1. (2x+3)(3x—5)(7—x) <0
2. 2x(x+1) > (1-3x)(x+1)
3.8 —x< 2% -2

23
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5 Corrigé des Exercices

Exercice 1

Nous donnons in contre exemple pour chaque cas. Ainsi :
. . 1 !
—1€Zmais —1¢N, 0,1 ¢Dmais0,1 £7Z, geQmalsggD

Le dernier résultat venant du fait qu’il y a une infinité de chiffres apres la virgule pour % =0.333....
Exercice 2

Les propriétés de calcul sur les fractions fournissent :

4 (39-24 415 5 4 3 1
A=- () === B=-_2—

3( 12 > 312 3’ 3 3 3

1,6 7 2 3

i+% 1 g—-2 140 20
C=33=3_—_(-6)=-14 p=_6 6 "™ _ -

5 6 1 ) 16 , 15

576 "6 6113 631 93

Exercice 3

Les regles de calculs sur les puissances et les fractions fournissent :

2 2 3 5 1 1
105 = £ x10° =4 10* co2 2 1

_4><3><107_12><5><

§x102 6 (3222 3¥ 3P 27
B:22(72—23><3) _ 7?2 -23%3 25
43(4-1) 42x3 48
D=(23-25)2-82=(23-2°-8)(2 —2° +8)
=(-2°)(2*-2)=2""-2"=2°2-1)=2 =512
Exercice 4

Les regles de calcul sur les puissances :

Ainsi, pour tout entier naturel n, (—1)" = 1 si n est pair, —1 sinon.

Exercice 5

1. Laregle v/a x b = \/a\/b pour a et b deux réels positifs permet d’affirmer que

A=12x33-3V3x25-5\23x3=3V6—12v6—10V/6 = — 196,
B=1/5x25x V23 x5xV/32x2x5=1/5%x29x 32 =240/10.

2. Nous développons par I’identité remarquable et on conclut :

2 2
C= (3\/10) —2x3V10x5V3 + (5\6) — 90 —30v/30+75 = 165 — 30v/30,
2 2
D= (3\6) +2x3V5%x2V6+ (2\/6) — 45+ 124/30 424 — 69 + 12+/30.
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3. Nous utilisons les formules sur les racines :

2 24 45 8 [9 83
E:32—(2 5) —9-20=11, F="202 222 =522
vs oVso 3Vi6 31

Exercice 6

Les identités remarquables et les méthodes de factorisation usuelles fournissent :

A = (8x)* —10% = (8x— 10)(8x+ 10)
B=(9x—2)[—(4x+9)+ (3x+8)] = (9x—2)(—x—1)

C = (4x)* 2><(4x)><3+32 (4x—3)?
D=(x+572-92=(x+5-9)(x+5+9) = (x—4)(x+ 14)
E=(— 8x+2)[( 8x+2)+ (8x+4)] = 6(—8x+2)
F=(9x+7)[3x+3)+1] = (9x+7)(3x+4)

Exercice 7
Apres développement, en utilisant soit les identités remarquables (A, B, C et D), soit la double
distributivité :
A= (4x)* =42 = 16x> — 16
B = 25x*+100x + 100
C=100x* — 4
1 110 100 1 5 100
D=t "Rty Tt ety
E= (—40x2 +10x+72x—18) = 7x—8 = —40x* +75x — 26
F=(—27x*—45x—6x—10) +4 = —27x* = 51x— 6
G = (—72x* 4+ 64x+ 36x — 32) +2x* = —70x* 4 100x — 32

Exercice 8
1. En regroupant dans un méme membre puis en factorisant, il vient
2x—1(x+1)=(x+1) <= (x+1)(2x—1-1)=0 < (x+1)(2x—2)=0
Ce produit de facteurs est nul si et seulement si I’un de ses facteurs est nuls. Donc
2x—1)(x+1)=x+1 <= x+1=00u2x—2=0 < x=—loux=1.

Bilan : I’ensemble des solutions est S = {—1;1}.

2. Tout d’abord, 1’équation ne peut se résoudre que sur R\ {—1}. Sur cet ensemble, elle se raméne

N

a
2 —2=(x+4)(x+1) soita 5x+6=0.

L’unique solution possible est donc —2 qu1 est bien dans R\ {—1}.

Bilan : I’équation a pour ensemble de solutions & = {—f
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Exercice 9

1. 1I suffit de développer les deux formes données pour vérifier le résultat. La forme de 1’énoncé
est appelée forme développée, 1a forme (a) est la forme factorisée, et la forme (b) est la forme
canonique.

2. (a) Pour cette équation, nous utilisons la forme factorisée. L’ équation devient alors
1
) (x4+9)(x+5)=0.
Il vient alors 8 = {—5;—9}
(b) Nous utilisons la forme développée. L’équation devient donc

1 1
—Exz —T7x=0soit x (—zx—7> =0.

Ainsi, I’équation posséde deux solutions : x =0 et x = —14 :8 = {—14;0}.
1
(c) Pour cette derniere, on utilise la forme canonique et I’équation devient ) (x+ 7)2 =0.
Ainsi 8§ = {-7}
Exercice 10

1. Nous calculons le discriminant : A = 112 —4 x 2 x (—4) = 153 > 0.

2. Nous factorisons : 2x> + 11x —4 = 2 (x — x1) (x — x2). En développant et en identifiant, il vient
23+ 11x—4 = 2x% =2 (x +x2) X+ 2x1 x2.

Ainsi, x; +x2 = —% et x1xp = —% = -2.
3. En réduisant au méme dénominateur et en utilisant la question précédente, il vient :

11 x+xn -5 11

2
X1 X X1X2 2 4

4. En développant (x; +x2)2, nous déduisons que (x; +x2)2 = x% +2x1x2 +x%. Ainsi :

11

2
X435 = (x14x) —2x10p = (—2> —-2(-2)

137
==

5. En factorisant, il vient :
3,.3 2 2
x5 = (x1+x2) (] — X102 +x3) .

En utilisant les résultats précédents nous concluons que

11 /137 1595

6. En réduisant au méme dénominateur en développant et en appliquant les résultats précédents,
nous calculons que

1 1 Xit+x+2 X1 +x+2 —%4—2 7

+ = = = ,
xi+l o+l (a+D)e+1) xota+ton+l —2-U41 13
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Exercice 11

1. Nous regroupons dans un seul membre et nous réduisons au méme dénominateur :

—6x+5 B 3x—10 S 9x+8 — —6x+5 B 3x—10 B 9x+8 S0
6 2 73 6 2 37
—6x+5 _ 9x — 30 B 18x+ 16 50 e —6x+5—(9x—30) — (18x+ 16) >0
6 6 6 6
—33x+1 1
I ) e 3341930 = x <o,
6 33
- . 19
Ainsi, ’ensemble des solutions est § = ] —o0; 33} .
2. Nous multiplions par 36 pour simplifier les fractions :
4x—5_6x+9 9x+5 71

<= 4(4x—5)—-9(6x+9) <6(W+5) —= —-9N2x <7l <= x> =5

<
9 4 6
cr 71.
Ainsi, 8 :]—9—2,—1—00[.
Exercice 12

1. Nous dressons le tableau de signe (fonctions affines ici) :

I
2x—1 - - 0 +
1—3x + 0 - -

(2x—1)(1—3x) -0 + 0 -

Ainsi, I’ensemble des solutions est & = ] —o0; —% [U] %; o0 [

2. En passant tous les termes dans un méme membre, nous obtenons 3x+5 — (x+6) (3x+5) > 0.
Par suite, en factorisant nous déduisons que (3x+5) (1 — (x+6)) > 0, soit

(Bx+5)(—x—=5)>0.

Le tableau de signe est alors

x —o0 -5 -3 +oo
3x+5 - 0 +
—x—5 + 0 - -

(3x+5)(—x—5) -0 + 0 -

L’ensemble des solutions de I’'inéquation est alors & = [—5 ; —%}

3. Nous dressons le tableau de signes sur R\ {—% : —% est une valeur interdite :
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x —oo —1 — 2 o0
x+1 - 0 4+ + +
x—2 - - - 0 +
2x+1 — - 0 + +

(x+1)(x—2) _ 0 4 ~ 0 4+
2x+1

1
L’ensemble des solutions de I’'inéquation est donc § = } —1; ) [U ]2;+oo]

Exercice 13

1. Nous dressons le tableau de signe :

. e
2x+3 -0 + + +
3x—5 — - 0 + +
7—x + + + 0 -
(2x+3)(3x—5)(7—x) + 0 - 0 4+ 0 -
Nous concluons alors que I’ensemble des solutions est & = ] —%; g [U |7, +oo].

2. Nous passons tout dans un méme membre puis nous factorisons
c(x+1) = (1-3x)(x+1) <= (x+1)(2x—(1-3x)) >0 < (x+1)(5x—1) > 0.

Il nous reste a dresser un tableau de signe :

x —oo —1 : o0
x+1 - 0 + +
5x—1 - - +
(x+1)(5x—1) + 0 - 0 +
L’ensemble des solutions est alors § = |—eo; —1] U [%, oo [

3. Nous factorisons
x3—x:x(x2—1) =x(x—1)(x+1) et 2x2—2:2(x2—1) =2(x—1)(x+1)
Nous passons tout dans un méme membre, et nous factorisons :
P-x<2(x*—1) &= (- D)(r+1)(x-2)<0

Il nous reste a dresser un tableau de signe :



X —o0 —1 o0
x+1 - 0 + +
x—1 — — +
x—2 - - +
x+1Dx—-1)(x—2) - 0 + +

L’ensemble des solutions est donc 8 = |—eo; —1] U [1;2].
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